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O rozwigzaniach nieskonczonych ukiadow réwnan
rézniczkowych w klasycznych przestrzeniach
Banacha

Wprowadzenie

Celem przedkladanej pracy jest omowienie zagadnien dotyczacych istnienia roz-
wigzan nieskonczonych uktadéw réwnan rézniczkowych w pewnych ciggowych
przestrzeniach Banacha. Przestrzenie re naleza obecnie do przestrzeni klasycz-
nych i s3 czesto rozwazane w réznych zagadnieniach zwigzanych z nieskonczony-
mi ukfadami réwnan algebraicznych, réwnan rézniczkowych jak réwniez réwnan
catkowych.

W pracy bedziemy rozwaza¢ nieskoniczone uklady rownan rézniczkowych,
ktérych rozwigzania naleze¢ beda do dwdch z wyzej wspomnianych ciggowych
przestrzeni Banacha, a mianowicie do przestrzeni ciaggowej 11 oraz I ..
Przestrzen I ztozona jest ze wszystkich ciagéw liczbowych postaci (x,) takich,
ze szereg utworzony z bezwzglednych wartosci wyrazéw tych ciagow jest zbiezny,
tzn.
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W szczegdlnosci zauwazmy, ze jezeli (x,)ely, to lim ;e X, = 0. Wynika to ze
znanego z analizy matematycznej warunku koniecznego zbieznosci szeregu licz-
bowego. Zatem mozemy powiedzie¢, ze przestrzen Iy jest niewielka, poniewaz
zawiera ona ciaggi zmierzajace ,,szybko” do zera.

Z drugiej strony przestrzen I, sklada sie z ciagéw (x,,) takich, ze s3

to ciagi ograniczone. Oznacza to, ze (X,)€ls wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
stala M = 0 taka, ze |x,| = M dla kazdego neM (M oznacza tutaj zbiér liczb
naturalnych).
Oczywiscie, [ jest do$¢ ,,matym” podzbiorem przestrzeni I .. Z drugiej strony,
przestrzen Iy ma wiele ciekawych dla zastosowan wlasnosci. Z tego powodu,
interesujace i zarazem waznej jest szukanie rozwigzan nieskonczonych uktadow
réwnan rézniczkowych, ktore naleza do jednej lub drugiej ze wspomnianych
tutaj przestrzeni Iy lub ..

Zwrd¢émy teraz uwage na samg idee szukania rozwigzan nieskonczonych
ukladow réwnan rézniczkowych Oczywiscie szczegdtowo idea ta bedzie przed-
stawiona w dalszym ciagu pracy.

Z grubsza rzecz ujmujac, poszukamy rozwigzan wspomnianych nie-
skonczonych ukladéw réwnan rézniczkowych jako ciggéw funkcji
(xa(0)) = (g (), x2(8), x3 (D), ...), okreslonych dla &, przebiegajacych pewien
przedzial postaci [0, T] i takich, ze dla kazdej ustalonej liczby te[0, T] ciag
(In(t}} jest ciggiem liczbowym nalezacym do rozwazanej a priori przestrzeni
ciggowej Banacha, np. do przestrzeni 4 lub do znacznie szerszej przestrzeni cig-
gowej I ... Zalozenia narzucone na funkcje generujace rozwazany nieskonczony
uklad réwnan rézniczkowych beda implikowaly zaréwno istnienie rozwigzan
nieskonczonych uktadéw réwnan rézniczkowych, jak roéwniez beda wptywaé
na pewne wlasnosci ciggdw funkcyjnych bedacych rozwigzaniami tych réwnan.

Warto zwrdci¢ uwage na liczne, wazne zastosowania nieskonczonych
uktadéw réwnan rézniczkowych. Zastosowania te sg szczegélowo oméwione
w monografiach (zob. Deimling, 1977; Deimling, 1985; Bana$, Mursaleen, 2014).
Jednym z najbardziej ciekawych i waznych zastosowan jest modelowania procesu
stochastycznego urodzin i §mierci przy pomocy takich ukladéw (por. Fisz, 1980).

Gléwnym narzedziem, ktory bedziemy postugiwac si¢ w tej pracy, bedzie
teoria miar niezwartos$ci w przestrzeniach Banacha, ktéra zostata omoéwiona
szczegbtowo w monografiach (Banas, Goebel, 1980; Banas, Mursaleen, 2014).
Teoria ta bedzie przedstawiona w jednym z podrozdzialéw przedkiadanej pracy).
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Ponadto, przedstawimy réwniez podrozdzial zawierajacy podstawowe rezultaty
z zakresu teorii rownan rézniczkowych w przestrzeniach Banacha, ktére beda
wykorzystane w niniejszej pracy. Rezultaty te pochodzg z pozycji (Banas, Lecko,
2001; Bana$, Mursaleen, 2014).

Wybrane fakty dotyczace teorii miar niezwartosci

Jak wspominali$my juz wcze$niej, przedstawimy teraz kilka podstawowych fak-
tow dotyczacych teorii miar niezwartosci (por. Banas, Goebel, 1980).

Zalézmy zatem, ze E jest rzeczywistg przestrzenia Banacha z norma oznaczong
symbolem |||/ lub skrétowo przez ||*|l. Oznaczmy przez R zbior liczb rzeczy-
wistych oraz przez B+ zbior liczb rzeczywistych nieujemnych, tzn. By = [0, e0).
Symbolem B (x,1) oznacza¢ bedziemy kule o $rodku w punkcie X g i promieniu
T > 0 wprzestrzeni E tzn. B(x,r) = {x€E: ||x — xoll = 7} Jezeli X jest pod-
zbiorem przestrzeni Eto symbolem X bedziemy oznacza¢ domkniecie zbioru X
natomiast symbol ConvX oznacza wypukla i domknieta powtoke zbioru X. Przez
diamY oznaczamy $rednice zbioru ¥ o ile zalozymy, ze zbior ¥ jest ograniczony.

Dla zadanych zbiorow X,¥ w przestrzeni E symbolami X + ¥ oraz aX ozna-
czamy podstawowe operacje algebraiczne na zbiorach X i ¥:

X+Y ={x+vy:xeX, ve¥}

aX = {ax:: xeX}, aeR

Rodzing wszystkich niepustych i ograniczonych podzbioréw przestrzeni Banacha
E oznaczamy symbolem iz, natomiast jej podrodzing zlozong ze wszystkich
zbioréw relatywnie zwartych oznaczamy symbolem i g.

Zalézmy dalej, ze X, Yelliz. Wtedy wielkos¢ d(X,¥) zdefiniowang réwnoscia

d(X,¥Y) = inf{r:X c B(Y,r)},

gdzie symbol B(Y, r) oznacza tzw. kule o $rodku w zbiorze ¥ oraz o promieniu
r (B(Y,r) Uy B(3,7) ), nazywamy niesymetryczng odlegtoécia zbioréw X i ¥.
Odlegloscia Hausdorfta zbioréw X i ¥ nazywamy liczbe:

D(X,Y) = max{d(X,Y),d(Y,X)}
Warto zwrdci¢ uwage na to, ze odleglo$¢ Hausdorffa I jest pseudometryka w ro-
dzinie Mz oraz jest metryka w rodzinie Mz ztozonej ze wszystkich zbioréw

domknietych nalezacych do rodziny Mg. Przestrzen metryczna (Mg, D) jest
zupelna jezeli E jest przestrzenig Banacha (zob. Kuratowski, 1966).
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W niniejszej pracy bedziemy nasze rozwazania prowadzi¢ gléwnie
w dwoch przestrzeniach Banacha, wspomnianych we wprowadzeniu. Sg to prze-
strzenie ciagowe I; oraz [ ...
Przestrzen 1, ztozona jest ze wszystkich ciagow postaci (X,,) o wyrazach rzeczy-
wistych takich, ze Yom=lx,l < oo, Latwo pokazad, ze lyma strukture przestrzeni
liniowej nad ciatem [ z operacjami dodawania ciggéw po wspotrzednych i mno-
zenia ciagow przez liczby rzeczywiste. Norme w przestrzeni I okreslamy wzorem:

lxll = 1Ce)ll = iz lxal

Norma ta jest zupelna, a wiec I z ta norma tworzy przestrzen Banacha (zob.
Deimling, 1985).

Przestrzen I to zbior wszystkich ciagéw rzeczywistych x = (x,,), ktére sg ogra-
niczone, tzn. takich ciagdw, ze dla kazdego ciagu (x,) istnieje stata M = 0 taka,

ze |x,| = M dla kazdego neM. Mozna pokazac¢, ze I ., jest przestrzenig Banacha,
l

jezeli norme w *== okreslimy wzorem

llxll = ICx )Nl = sup{lx,l:m =1,2,..}

(por. Deimling, 1985).
Przejdziemy teraz do omdéwienia podstawowych faktéw dotyczacych miar
niezwarto$ci w przestrzeniach Banacha (zob. Banas, Goebel, 1980).
Zat6zmy zatem, ze E jest zadang przestrzenig Banacha. Przyjmujemy nastepu-
jaca definicje.
Definicja 1. Funkcje #: Mg = R; bedziemy nazywad miarg niezwartosci
w przestrzeni E, jezeli spelnione s3 nastepujace warunki:
i. Rodzinakerp = {X e Mg: u(X) = El}jest niepusta i keru < M.
ii. Xc¥Y= ulX)=uly).
iii.  p(X) = p(x).
iv. pl(ConvX)= pu(Xx).
v. plaX+(1—a)¥)=auX)+(1—a)p(Y) da a0, 1].
vi.  Jezeli (X,) jest zbiorem ciggéw domknietych z Mg takich, ze X1 T Xy
dla n=1,2, ... oraz lim, .. pu(X,) =0, to zbiér X =M=, X, jest
niepusty.

Rodzing ker it wystepujaca w aksjomacie i. nazywamy jadrem miary nie-
zwarto$ci p.
Zauwazmy dalej, ze z aksjomatu vi. Wynika, ze (X)) = p(X,)dlan = 1,2, ...
Stad wynika, ze u(X.)=0a wiec zbidr X, nalezy do jadra ker u. Fakt ten jest
bardzo wazny w zastosowaniach (zob. Banas, Goebel, 1980).
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Rozwazamy réowniez miary niezwartosci, ktére oprocz aksjomatow i.-vi.
Spelniajg jeszcze dodatkowe warunki. Mianowicie, jezeli g jest miarg niezwar-
to$ci w przestrzeni Banacha E, to miare t¢ nazywamy subliniowa, jezeli spelnia
ona warunki:

vii. plaX) = |alp(X), acR.
viii. (X +¥) = p(X)+ p(¥).

Mowimy, ze miara niezwarto$ci g ma wlasnos¢ maksimum, jezeli
ix. pXUY)=max{p(X), p(¥)}

Miare u nazywamy pelna, jezeli
x. kerpy ="

Miare niezwarto$ci ¢ nazywamy regularna, jezeli jest subliniowa, petna i ma
wlasno$¢ maksimum.

Jedna z najwczesniej zdefiniowanych miar niezwartosci, a zarazem jedna
z najwygodniejszych w zastosowaniach, jest tzw. miara niezwartosci Hausdorffa,
ktora jest zdefiniowana wzorem

y(x) =infle > 0: X ma skoficzong &-sie¢ w E1.

Miara Hausdorffa jy jest regularng miarg niezwartos$ci, majgca jeszcze dodatko-
we wlasnosci (zob. Banas, Goebel, 1980).
Ponadto, mozna pokazac, ze

X'[-"C} = D{XthE}’

gdzie D(X,Mz) oznacza odleglosé w sensie metryki Hausdorffa zbioru X od
rodziny Mg, tzn.

D(X,Mg) = inf{D(X,Y): YE"RE}'

Oprocz tego, w pewnych przestrzeniach Banacha miare Hausdorfa mozna wy-
razi¢ przy pomocy formuly nawigzujacej do struktury tych przestrzeni. Tak jest
np. we wspomnianej wyzej przestrzeni ciagowej I;.

Mianowicie, jezeli X€I;,, to wtedy mamy

x(0) = limp oo {sup{Einla]: x = (x)eX3}. (1)

Okazuje si¢ jednak, ze w drugiej rozwazanej wyzej przestrzeni ciggowej,
przestrzeni I, nie jest znana formuta dla miary niezwartosci Hausdorffa w tej
przestrzeni. Co wiecej, nie znamy zadnej wygodnej formuty wyrazajacej regular-
na miare niezwartosci w przestrzeni I ., (por. Banas, Goebel, 1980).
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Z tego wzgledu postugujemy sie w przestrzeni I ..formutami, ktére wyrazaja mia-
ry niezwartosci w sensie przytoczonej wyzej Definicji 1.

Jedna z tego typu miar niezwarto$ci w przestrzeni I, wygodng w zastosowa-
niach, jest miara [ 4 zdefiniowana réwnos$cia

Ug(X) = limsup,,_,. diam X,,, (2)
gdzie
X, ={x:x = (x;)eX}

oraz

diam X,, = sup{|x, — v, |: x = (x,),v = {}’E}EX}’

przy czym Xed; .
Miara niezwartosci i 4 okreslona wzorem (2) jest subliniowg miarg niezwartosci,
ale nie ma ona wlasno$ci maksimum. Ponadto, miara ta nie jest pelna.

Twierdzenia egzystencjalne dla rownan rézniczkowych
w przestrzeniach Banacha

W podrozdziale tym przytoczymy kilka twierdzen o istnieniu rozwigzan zagad-
nienia poczatkowego Cauchyego dla rdwnania rézniczkowego w przestrzeni
Banacha.

Zal6ézmy zatem, ze E jest zadang przestrzenig Banacha oraz, ze dana funk-
cja f : [0, 7] x B{xg,r) — F, gdzie [0}, T jest zadanym przedziatem liczbo-
wym oraz B(zg, ) jest kula o srodku w pewnym punkcie X ¢€E oraz o promieniu
r=0.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe:

a' = f(t,z) (3)
z warunkiem poczatkowym:
$(0) = Zp. (4)

Zagadnienie Cauchyego dla réwnania (3) z warunkiem poczatkowym (4) polega
na znalezieniu rozwigzania x = x (£) réwnania rézniczkowego (3), okreslonego
na pewnym przedziale I = [0, T i spelniajacego na tym przedziale rownania
(3) oraz takiego, ze spelnia ono warunek poczatkowy (4), gdzie xgjest zadanym
punktem przestrzeni Banacha E.

Zatozmy dalej, Ze p jest zadang miarg niezwartosci w przestrzeni E.
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Zbiorem jadrowym miary niezwarto$ci y w przestrzeni E bedziemy nazywac
zbior E), okreslony réwnoscia

E,={x e E:{z} € keru}

(por. Banas, Lecko, 2001). Zbiér jadrowy £, jest domknietym podzbiorem prze-
strzeni . Co wiecej, jezeli yt jest subliniowg miarg niezwartosci, to wtedy &, jest
domknieta liniowa podprzestrzenig przestrzeni £.

Sformulujemy teraz twierdzenie, ktére jest wygodne w zastosowaniach
i ktére bedziemy stosowaé w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 1. Zatézmy, ze funkcja f jest jednostajnie ciggta na zbiorze
I x B(xzg,r)oraz || f(L,x)|| < A gdzie AT < ril = [0,T] Nastepnie, niech
U bedzie subliniowg miarg niezwartosci w E takg, ze {zp} € ker . Zaktadamy,
ze dla kazdego niepustego zbioru X C B(xy,r) i dla prawie wszystkich t € I
zachodzi nastepujgca nierownosc

u(f(t, X)) < p(t)u(X), (5)

gdzie p(t) jest funkcjg catkowalng na przedziale I. Wtedy problem poczgtkowy
(3)-(4) ma przynajmniej jedno rozwigzanie & = x(t) na przedziale I takie, ze
z(l) € E dlat € 1.

Nizej podamy twierdzenie, ktore jest nieznaczng modyfikacja rezultatu z Twier-
dzenia 1, i jest wygodniejsze do zastosowania. (por. Banas, Lecko, 2001; Banas,
Mursaleen, 2014).

Twierdzenie 2. Zatozmy, ze f jest funkcjg zdefiniowang na zbiorze [0,T] x E
o wartosciach w E takg, ze

1t 2l < P+ Allz] (6)

dla kazdego ¢ € [0, T]iw € E, gdzie P i A sa nieujemnymi statymi. Nastepnie
zalozmy, ze f jest jednostajnie ciggta na[(}, Ty] x B(zg, r), gdzie ATy < 1oraz

— (P+A)T ||zl
1—-ATy :

r
Ponadto zaktadamy, ze f spetnia warunek (5) z subliniowg miarg niezwartosci 4
takg, ze Ty € E,. Wtedy problem (3)-(4) ma rozwigzanie z = x(t)na przedziale
[0, 1] takie, ze z(t) € E, dlat € [0,T})

Zwrd¢my uwage na to, ze na podstawie pewnych rezultatéw uzyskanych
w teorii réwnan rézniczkowych w przestrzeniach Banacha, w przypadku, gdy &
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jest przestrzenig osrodkowa (np. E=11) oraz {4 jest regularng miarg niezwartosci

(np. u= x),

Twierdzenia o istnieniu rozwigzan nieskonczonych uktadéw
rownan rézniczkowych w klasycznych przestrzeniach Banacha

Jezeli jako przestrzen Banacha wezmiemy przestrzen ciaggowa, wtedy rownanie
rézniczkowe jest rownowazne nieskonczonemu ukladowi réwnan rézniczko-
wych. Stwarza to mozliwo$¢ bardziej subtelnych rozwazan dotyczacych roz-
wigzan nieskonczonych ukladéw réwnan rézniczkowych, gdzie w zalozeniach
istnienia rozwigzan wykorzystujemy strukture danej przestrzeni.

W rozdziale tym przedstawimy wyniki dla nieskonczonych uktadéw réw-

nan rézniczkowych w przestrzeni Iy podrozdziale oraz w przestrzeni ciggow
ograniczonych.

Twierdzenia egzystencjalne dla nieskonczonych uktadéw réwnan
rézniczkowych w przestrzeni ly,

Nasze rozwazania na temat rozwigzan nieskonczonych ukltadéw réwnan réznicz-
kowych na poczatku ulokujemy w ciagowej przestrzeni Banacha lj, omdwionej
szczegolowo wcezesniej. Gloéwnym narzedziem wykorzystywanym w naszych
badaniach bedzie miara niezwartosci Hausdorffa wyrazona w przestrzeni l; za
pomocg wzoru (1), czyli:

x(%) = Jim {sup { 3 el 2 = @) € X

dla X € Iy,
Rozwazmy zatem nieskonczony uklad réwnan rézniczkowych:
x, = fult,z1,Ta,...) 7)
z warunkami poczatkowymi:
z,(0) = zi) )

dan=1,2,....

Interesuje nas istnienie rozwigzaniax = m(t) = (:cn(t))problemu (7)-(8), ktore

jest zdefiniowane na przedziale I = [0, Ti takie, ze x(t) € [, dlakazdegot € I.
Problem Cauchyego (7)-(8) bedziemy rozwazali pod nastepujacymi

zalozeniami:
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(i) zo=(22) €l
(ii) Funkcjaf:I xR>*® =R (n=1,2,...)odwzorowuje w sposdb ciagly
zbidr [ x 51 w l1.
(iii) Istniejg nieujemne funkcje py, ()i ay (t) zdefiniowane na I takie, ze
|

falt, 1,2, - )| < palt) + an(t)[=]
date ILx = (z,) € hidlan =1,2..

(iv) Funkcje p,(t) sa ciagle na I i szereg funkcyjny Z pr(t) jest zbiezny na
przedziale I.
(v) Ciag(ay(t))jest wspdlnie ograniczony na przedziale i funkcja

a(t) = limsup a,(t)

jest calkowalna na przedziale /.

Mozemy teraz przedstawi¢ zapowiadane twierdzenie:

Twierdzenie 3. Pod powyzej sformutowanymi zatozeniami (i) — (v) problem (7)-

(8) ma przynajmniej jedno rozwigzanie & = x(t) = (xn(l)) zdefiniowane na

przedziale I, jesli AT < 1, gdzie A jest liczbg zdefiniowang jako:
A=sup{a,(t):tel,n=1,2,...}.

Co wiecej, z(t) € Iy dlakazdegot € I.
Dowdéd. Wezmy dowolnie ¢ = (z,,) €/, i £ € I. Wtedy na podstawie zalozen

mamy:
If 2| = Z |fa(t, z1, 22, . .. Z(pn + an(t)|zn|)
Z (Pr(t) + sup{a,(t) :mn=1,2,...} Z Ty
n=1 n=1
< P+AY |z,
n=1
gdzie:

P—Sup{ipn(t):tef}.

Stad otrzymujemy, ze
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1 @)l < P+ Azl

co oznacza, ze spelniony jest warunek (6) z Twierdzenia 2.

Nastepnie, wezmy liczbe 7 zdefiniowang w Twierdzeniu 2, tzn. niech
T = ﬁiﬁ%ﬁ—““. Rozwazmy operator | = () nazbiorzeI x B ($g,1"). Wystar-
czy teraz sprawdzié, ze operator f spelnia warunek (6) z Twierdzenia 2. A zatem
wezmy zbior X taki, ze X € ﬂﬁh . Wtedy, otrzymujemy:

¥(F(£, X)) = lim {m:sup 3 fult, 71,2y .)|}

e (Tn)EX g—

< Jim {sup { S5(0u(0) + ax(0)e) - 2 = (22) € X}

—00 i
< Jim { 3-u(t) + sup{an(t) > 1} Y[}
k=i k=i

Na podstawie zalozen (iv) i (v) wnioskujemy, ze zachodzi nastgpujace oszacowanie:
X(f(t, X) < at)x(X).

Poniewaz przestrzen I jest osrodkowa, wigc wnioskujemy, Ze spelnione sg
wszystkie zalozenia Twierdzenia 2.
Tym samym mozemy uznaé, ze dowdd naszego twierdzenia zostal zakonczony.

Twierdzenia egzystencjalne dla nieskonczonych uktadéw réwnan
rézniczkowych w przestrzeni l...

Rozwazmy nastepujacy semiliniowy, nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych
majacy postac:

$:,l = Zanj(t)xg + fn(t,.?;],-'fz, .. )
J=1 )

z warunkami poczatkowymi:
zn(0) = :Eg (10)

dlan=1,2,...orazt € I.

Powyzej opisany problem (9) - (10) bedziemy rozwazali w przestrzeni Banacha

[~ pod nastepujacymi zalozeniami:

(i) zp= () €l

(ii) Funkcja f = (fi, fa, ... )odwzorowuje zbidr I X I, w il oraz jest ciagta
jednostajnie na I X [, gdzie I = [0, T.
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(iii) Istnieje ciag(py, )zbiezny do zera taki, ze| f,(f, 1, o, ... )| € ppdlat € I
&= (T,) € lpidlan=1,2...

(iv) Dla wszystkich naturalnych liczb n, j funkcje a,;{¢) = an; : I — Ry sa
niemalejace na przedziale 1.

o0
(v) Dla kazdego n = 1,2,... szereg funkcyjny }_ @n; ({) jest jednostajnie
zbiezny na przedziale I. =1
Bioragc pod uwage zalozenia (iv) i (v) dla dowolnie ustalonego

n =1,2,... mozemy rozwazy¢ funkcje Ay (t), An(t), 14:n (t) zdefiniowane na
przedziale I w nastepujacy sposob:

fﬂ-rt(t) = z nj (fj
j=1
n—1

f{n(t} = z a'rlj(t:'-
j=1

A, (t) = i s ().

j=n

Oczywiscie powyzszy wzér definiuje A, (¢)dlan > 2. Mozemy rozszerzy¢
te definicje ktadac A, (t) = 0dlat € I.

Co wiecej zauwazmy, ze funkcje Ay, (t), An(t), An (t) sa nieujemne i nie-
malejace w przedziale 1.

W dalszej czesci bedziemy dodatkowo nakladaé nastepujace zalozenia:
(vi) Ciag(An(t))jest jednostajnie zbiezny do zera na przedziale /.
(vii) Cigg (An(t))jest jednakowo ciggly i wspdlnie ograniczony na przedziale I.

Uwaga 4. Zwrdéémy uwage, ze w zatozeniu (ii) wystarczy wymagac, zeby funkcja
f = (f1, fa, - .) byla jednostajnie ciggta na zbiorze I x B(xg, r) dla dowolnie
ustalonego r > 0. Wynika to z Twierdzenia 2 i jest uzywane w dowodzie ponizej
przedstawionego wyniku.

Dla naszych dalszych rozwazan zdefiniujmy nastepujace stale:

A=sup{A,(t):t€,n=1,2,...}

P=sup{p,:n=12,... }.

Zauwazmy, ze na podstawie narzuconych zalozen mamy, ze A < 00 i P < c0.
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Teraz mozemy sformutowac nasz wynik.

Twierdzenie 5. Zalézmy, ze spetnione sq warunki (i) - (vii) i niech AT < 1. Wte-
dy problem (9) - (10) ma przynajmniej jedno rozwigzaniex = x(t) = (x,(£))
zdefiniowane na przedziale I takie, ze x(t) € [, dlat € I.

Dowdd. Dla dowolnie ustalonego & = (%) € Iy it € I oznaczmy

o0
Qn(t: $) = Zanj(t)wj + fn(t7$17$2: e )7
j=1

g(t,ﬂb‘) = (gl(tv :L'): 92(t7$)1 ) = (gn(t:m))

Nastepnie ustalmy 2 € N. Wtedy, stosujac narzucone zalozenia, otrzymujemy:

o]
9n(t, 2| < Y ani(@)|z5] + | falt, 1, 72, )]

J=1
< (Z anj(t)) sup{|z;|: 7=1,2,...} +p, < A, (t)|||| + Pn-
=1

Daje to nastepujace oszacowanie:
lg(t,z)|| < P+ All]] , (11)

gdzie symbol|| - || oznacza norme w przestrzeni l,,. Z powyzszego oszacowania

wnioskujemy, ze operator g = g(¢, ) odwzorowuje zbidr I X [o W 5.
Nastepnie, wezmy liczbe r = %j}!ml\ (por. Twierdzenie 2). Rozwaz-

my operator g na zbiorze I X B(zg, 7).

Ustalmy terazt, s € Iix,y € B(xy, r). Nie tracac ogolnosci mozemy zatozy¢,

ze 5 < t (por. zalozenie (iv)). Wtedy, na podstawie naszych zalozen, dla ustalo-

nego 1 € N otrzymujemy:
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o
Z am 97.7 + falt,z1,72,...) — Zanj(s)yj — fu(8, Y1, Y2, )‘
=1

+ |fn(t7 I, :EQ: ---) - fn(sz y11y2: ')‘

< ; anj(t)z; — i (s (8)Y;5

=1

o0

in_":lam(tm— > an(e)es + Zam(s Zam
I B YA
= [Slonstt) ~ens(9lz; + Zam )
S altany ) = fal, )

< Z[an:i — Onj '5)”:'3.7‘ + Zaﬂj ‘:""J yj|
i=1

A

o

+ ‘fn(tim) - n(say)|
< [z [Z nj(£) — 2 ()
i=1 i=1

falt, ) — Fals,9)]

||z/[|An(t) — An(s)] + Allz — gl + |/t 2) = (5, 9)]|
(llzoll +7) sup{|An(t) = An(s)| : m=1,2,..} + Allz — y]|
+ [[f(t.2) = f(s,9)]]

Stad, majgc na uwadze zatozenia (ii) i (vii) wnioskujemy, ze operator g(t, ) jest

+ 1z = yl] 3 an;(s)

J=1

+
<
<

jednostajnie ciagly na zbiorze I x B(zg, 1).

Nastepnie, wezmy niepusty podzbiér X kuli B(zg,r) i ustalmy
z,y € X, t € I. Wtedy, dla dowolnie ustalonej naturalnej liczby n, n > 2,
otrzymujemy:
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o oo
|gn(t: -7:) - gn(t1 y)l < Z anj Z a’n.?
ot £

—

j:
+ | falt, z1, 22, ) — fult, y1, 92, )]
n—1 o0
Z an;(t)z; + Z nj()zs = Y ang(H)y; — D anj(t)y
i=1 ji=n
+ |fn(t:l‘la$25 )| + |fn(t=y15y2: )l

’fianj(t)(x;,

AN

/AN

%)

+ 2p,,

Zam MNzs — y;'""za'w Nzi — yil + 2pa

< lz =yl Z; g (t) + (_Z_an(t)) sup{|z; — ;[ : J > n} +2pe
i= -
< Ay (t)diamX + A, (t) sup{diamX; : j > n}+ 2p, .
Z powyzszego oszacowania otrzymujemy nastepujaca nieréwnosc:
diamg, (¢, X) < A, (t)diamX + A, () sup{diamX; : 7 > n} + 2p, ,
ktéra zachodzi dla kaZdego n € N. Stad dostajemy:
sup{diamg;(t, X) : n} < sup{4;(#) : j > n}diamX
+ [sup{4;(t) : 7 > n]sup{diamX;: j > n}
+2sup{p;: j=n}.

Powyzsze oszacowania i zatozenia (iii) i (v)-(vii) pozwalaja nam wywnioskowa¢
nastepujaca nieréwnosc:

m(g(t, X)) < bE)u(X) , (12)
gdzie funkcja b(t) jest zdefiniowana na przedziale I w nastepujacy sposob:
b(t) = limsup A,(t) .
n—oo

Ostatecznie, biorac pod uwagg (11), (12) i inne fakty ustalone w powyzej prze-
prowadzonym rozumowaniu, na podstawie Twierdzenia 2 wnioskujemy, ze
istnieje rozwigzanie () = (x;(¢)) problemu (9)-(10) takie, ze z:(f) € 1, dla
kazdego t € I. Dowdd jest zakorniczony.
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Uwaga 6. Zauwazmy, Ze na podstawie Twierdzenia 2 mozna pokazac (zob. Banas,
Goebel, 1980), ze wszystkie rozwigzania x = (1) = &, (t) problemu (9)-(10) na-
lezgce do kuli B{xq, 1), tzn. x(t) € B(xg,r)dlat € I sq takie, ze x(t) € ker y
dlat € I, gdzie yi jest miarg niezwartosci w przestrzeni [, wyrazong wzorem (2).
Przedstawimy teraz przyktad, ilustrujacy wynik uzyskany w Twierdzeniu 6.
Przykad 7. Rozwazmy semiliniowy nieskoriczony uktad réwnan rézniczkowych
postaci (9), gdzie funkcje: Gy oraz fn(t, T1, T2, ...) sg zdefiniowane w nastepujgcy
sposob:

tarctg(x, + Tpt1)
n+ac+a2

fn(t: T, T9, ) =

?

gdzien,7 =1,2,...it € I oraz T < 1. Ponadto zalézmy, ze podany wyzej
nieskonczony uklad réwnan rézniczkowych jest rozwazany z warunkami po-
czatkowymi (10).
Uzywajac klasycznych metod analizy matematycznej mozna pokaza¢, ze
funkcje a,; (t) spelniaja zalozenia (iv) i (v).
Co wigcej, dla dowolnie ustalonej liczby naturalnej 77 mamy:
1 x I

Z—:——ln 1—1),

Ni=17 n (13)

dlat € I.Z tego wynika, ze ciag A, (t) wystepujacy w zalozeniu (vi) jest jedno-
stajnie zbiezny do zera na przedziale /. Rzeczywiscie, na podstawie nieréwnoéci:

AL(t) < Ant) < —711 In(1-T).

wnioskujemy o prawdziwosci naszego stwierdzenia.
Zauwazmy, zZe na podstawie (13) otrzymujemy, ze spelnione jest zalozenie
(vii). Co wigcej, mamy:
A=sup{A,(t):tel,n=1,2 .} =—In(1-T). (14)
Nastepnie, zwrd¢my uwage na to, ze dla dowolnego 7 € N i dla
x = () € ly zachodzi nastepujaca nierdwnosé:
In Tr

t:c,x,... <+ —_—.
‘fn(: 1 2 )|\ n+$%+$i+l B 27@
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A to oznacza, ze spelnione jest zalozenie (iii) z p,, = i;—;’rdlan =1,2,....Oczy-
wiscie zalozenie (i) jest spetnione, jezeli zazadamy, ze Zg = (22) € ly.

W koncu, ustalmy dowolng liczbe 7 > 0 i rozwazmy kule B{xq,r) w prze-
strzeni [. Funkcja f,(f, 1, x9,...) jest jednostajnie ciggla na zbiorze
I x B(xg,r). To stwierdzenie jest konsekwencja faktu, ze odwzorowa-
nie f; = fi(f,%1,%2,...) ma najwigckszy modul ciaglosci posrod funk-
cji fn{n=1,2,...) na zbiorze I X B(zy,7). Z drugiej strony wszystkie
funkcje fr, sa jednostajnie ciagle na zbiorze I x B(zg,r) poniewaz funkcja
falt,z1,22,...) zalezy tylko od trzech zmiennych. A zatem, korzystajac
z Uwagi 4 dostajemy, ze spelnione jest zatozenie (ii) Twierdzenia 5.

Otrzymujemy zatem, ze rozwazany tutaj semiliniowy nieskonczony uktad
rownar rézniczkowych ma co najmniej jedno rozwigzanie x = x(t) = (x,(£))
zdefiniowane na przedziale I = [0, T'], gdzie I" > 0i T spelnia nieréwnos¢:

—TIln(1-T7) < 1.

Niezaleznie od tego mamy, ze (2, (t)) € s

Twierdzenie egzystencjalne dla nieskonczonych uktadéw
réwnan rézniczkowych w przestrzeni [, z zanikajagcym lub
powiekszajacym sie zaburzeniem

W podrozdziale tym przedstawimy specjalny przypadek badanego poprzednio
semiliniowego nieskonczonego ukladu réwnan rézniczkowy (9) z warunkami
poczatkowymi (10). Bardziej dokladnie, bedziemy rozwazali pewien szczegolny

przypadek wyrazu zaburzonego f = f(t,z) = (f1(t, z), fa(t, ), ...) wyste-
pujacego w nieskonczonym uklfadzie (9).
Na poczatku wezmy pod uwage nieskonczony uktad rownan rézniczkowych:

e
CE:’E = Z anj(t)a;j =+ f‘n(ta Loy LTn41, )
=t (15)
z warunkami poczatkowymi:

z,(0) = 1) (16)

dlan =1,2,...idlat € I =[0,7]
Bedziemy rozwazali problem (15)-(16) przy zalozeniach (i), (iv)-(vii) Twierdze-
nia 5. Co wigcej, zatozenia (ii), (iii) zastagpimy nastepujacymi:
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(i) Funkcjat — f(t,x)dziatajaca ze zbioru I X I, w przestrzen [, jest jed-
nostajnie ciagla na f ze wzgledu na % nalezacy do dowolnej kuli Bz, )
w przestrzeni o,

(iii’) Dla kazdego n € N istnieje nieujemna stata k,, taka, ze dla wszystkich

2, Y € lo, ® = (Xn ), y = (Yn)> spetniona jest nastepujgca nierdownosé:

|fﬂ(tawm Tn+1s ) - fn(t: Yns YUn+1, )‘ < k'n sup{|:cj - yj‘ : -7 2 ’I’L} '
(iii”) Ciag statych (k) wystepujacy w zalozeniu (iii’) jest ograniczony.

Zauwazmy, ze biorac pod uwage zalozenia (i), (iif’) i (iii”) mozemy zde-
finiowac¢ nastepujace skonczone stafe:

F - sup{|fn(t7 07 07 "')‘ : t E I? n — 1727 "'} ?
k=sup{k,: n=1,2,...}.

Dalej zauwazmy, ze z zalozen (iif’), (iii”) wynika, ze funkcja f = f(, z) spetnia
warunek Lipschitza ze stalg k ze wzgledu na zmienng . Rzeczywiscie, dla dowol-
nie ustalonych & = (&, ),y = (y,) € lxidlakazdego ustalonego¢ € I mamy:

17 {t,2) = J(t,9)l| = sup{|falt, Tn, Tni1s o) = Salls ¥nsYnin, )| 2 = 1,200}
< suplbnsup{|z; —y;: 2 nbi=1,2..}
<sup{knllz —yll: n=1,2,..} <klz -yl
17)
Oprécz tego zauwazmy, ze funkcja f = f(t, z) jest jednostajnie zbiezna

na zbiorze I x B(xg, 1), gdzier > 0 jest dowolnie ustalone.
W celu udowodnienia tego stwierdzenia ustalmy dowolnie #;,%5 €l oraz

x1, To € B(x, 7). Wtedy, na podstawie (17) mamy:
|[f(t2, za) — f(tr, z)l| < |[f 2y m2) — flt2, z)|| + [|f (t2, 21) — f(ta, 7))
< kllze — x| + || f (2, 71) — f(te, 2] -

Stad, w $wietle zalozenia (ii’) uzyskujemy zZadang jednostajng ciaglos¢.
Teraz mozemy przedstawi¢ wynik dotyczacy problemu (15)-(16).

Twierdzenie 8 Zatozmy, ze zatozenia (i), (if'), (iii’), (iii”) i (iv)-(vii) sg spetnione
orazT(A + k) < 1. Wtedy problem (15)-(16) ma co najmniej jedno rozwigzanie
x = x{l) = (xn(l))zdefiniowane na przedziale I = [0, T'|i takie, zex(t) €
diat € I.
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Dowdd. Bedziemy postepowali podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 5. Tak

wiec ustalmy n € N. Wtedy, dla dowolnie ustalonych T = (fb‘n) €lygitel
na podstawie zalozen i faktéw ustalonych powyzej, otrzymujemy:

|9n(ta$ Zaﬂj ‘$J| + |fn(t Lns T, - )|

g A (t)H:I:H + |fﬂ(t $ﬂ1$n+17 "') - fn(tr 0:0: ')‘ + |fn(t7 07 O'J ')‘
< An(t)||z]| + knsup{|z;| : § = n}+ F < Allz]| + kall2|| + £,

gdzie, podobnie jak w poprzednich rozwazaniach, oznaczylismy:

o0
gn(t: 1") - gn(tv"rlnw% ) - Zanj(t)xj + fn(t: Loy T+l )
=1

dlay, = 1,2, ... .Daje to nastepujgce oszacowanie:

lgt,2)|| < (A+k)|]z] + F .

Z powyzszego oszacowania wynika, ze operator § = g(t, x ) odwzorowuje zbidr
I <l Wi
Nastepnie, wezmy liczbe:

r=(FT+ (A~ k)T||zo| )/ (1 - (A= B)T) .

Rozwazmy operator g(f, ) na zbiorze I x B (g, 7). W zwigzku z wczesniej ustalo-
ng jednostajng ciaglo$cia operatora f = f{t, ) na zbiorze I x B(zy,r)1i zgodnie
z rozumowaniem przeprowadzonym w dowodzie Twierdzenia 5 wnioskujemy,
ze operator g(t, CE) jest jednostajnie ciagly na zbiorze I x B(zg,r).

Ustalmy teraz niepusty podzbiér X kuli B(zg, )i wezmy dowolne T,y € X
it € I. Wtedy, dla dowolnie ustalonego € N otrzymujemy:
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2

+ |fn.(t: Tny, Tntl; ) - fn(tv Yns YUnt1,

i anj(t)z; — ilanj (t)y;

lgn(t, @) — gn(t, ¥)| <
i=1

n—1 oo
< |20 ani(t)zs + 3 ani(t)s;
1 j=n

n—1 o0
=2 0By — > ani(t)y;
i= i=1 ji=n
+knsup|z; — 5| 5> n}
n—1 o0

<D ani ()5 —ys)| + | D2 ang () (25 — 35)
j=1 j=n

n—1 o0

<Y an@lay 95 1Y au(®)le; 35l 1+ ksup{diamX; : j > n)
— iz

J
n—1 fee]
<z —yll D an; (@) + [ Y an;(®) | sup{lz; —y;] : 7 = n}
j=1 J=n

+ ky sup{diamX;: j > n}

+ ksup{diamX; : j > n}
< A, (t)diamX + A, (t) sup{diamX;: j > n}+ ksup{diamX; : j > n}.

Z powyzszego oszacowania wynika nastepujaca nieréwnosc:
diamg,(t, X) < A,(t)diamX + A,(t)sup{diamX, : j > n}
(18)

+ ksup{diamX; : j > n},

ktéra zachodzi dla kazdegon € N.
Teraz analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 5 definiujemy funkcjeb : I — R,

w nastepujacy sposob:
b(t) = limsup A,(t) .

n—eo
Wtedy, z oszacowania (18) wnioskujemy, ze ma miejsce nastepujaca nieréwnosc:

u(g(t, X)) < (b(t) + B)u(X)

gdzie p jest miarg niezwartosci zdefiniowang za pomocg wzoru (2).
Ostatecznie, zbierajac wszystkie ustalone fakty i wykorzystujac Twierdzenie 5

konczymy dowdd.
Teraz zwré¢my uwage na drugi szczegdlny przypadek semiliniowego, nie-

skonczonego ukladu réwnan rézniczkowych (9), ktéry ma postac:

o0
Ty = ani(0)x; + folt, @1, o, oy @)
=1 (19)
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dlap =1,2,...idlat € I. Oczywiscie uklad (19) bedzie rozwazany z warun-
kami poczatkowymi (10) tzn.:

zn(0) = ), (20)
(n = 1,2, ...). Tak samo, jak wcze$niej, szukamy rozwigzan problemu (19) -(20)
W przestrzeni [, przy czym gléwnym narzedziem uzywanym w naszych rozwa-
zaniach jest miara niezwartosci 4 wyrazona wzorem (2).

Bedziemy zakladali teraz, ze spelnione sg zatozenia (i), (iv)-(vii) sformuto-
wane wczedniej, podczas gdy zatozenia (ii), (iii) bedg zastapione nastepujgcymi:
(i) Dla kazdej ustalonej liczny naturalnej 1 funkcja f,, : I X R® — R jest

ciggta i dlakazdejliczby naturalnej § (1 < j < m)istnieje nieujemna stata

k7 taka, ze dla dowolnych & = (), ¥ = (Yn) € loc i dlakazdegot € I

zachodzi nastgpujaca nieréwnosc:

‘gn(t: L1geeny CL'j_l, il'j, l'j+1, ceny (En) — qn(t, L1y ooy .’L'j_l, yja .’L'j+1, ceey JEn) ‘
< Kflzj — g5l -
— n
(i) Dla kazdej naturalnej liczny n mamy, ze k, = >- k7 < 1. Co wigcej,

k <1, gdziek =sup{k,: n=1,2,..} =1

Teraz mozemy zaprezentowac nasze twierdzenie egzystencjalne.

Twierdzenie 9. Zalézmy, ze spelnione sg zalozenia (i), (ii), (iii), (iv)-(vii), jesli
dodatkowo T(A + k) < 1, to problem (19)-(20) ma co najmniej jedno rozwig-
zaniex = x(t) = (xn(t))zdefiniowane na przedziale I i takie, ze x(t) € I, dla
kazdegot € I.

Dowod tego twierdzenia moze by¢ przeprowadzony podobnie, jak dowod
Twierdzenia 8 dlatego zostanie pominiety.

Whioski i uwagi koncowe

Omowione w pracy twierdzenia o istnieniu rozwigzan nieskonczonych ukta-
doéw réwnan rézniczkowych zostaly uzyskane dzigki zastosowaniu teorii miar
niezwarto$ci. Miary niezwartosci, ktérymi postuzyliSmy sie w tej pracy, zosta-
ty skonstruowane w klasycznych ciggowych przestrzeniach Banacha takich jak
przestrzen ciggdw bezwzglednie sumowalnych I, oraz przestrzen [ .. ztozonych
z ciagow ograniczonych. Ponadto, w pracy wykorzystano réwniez twierdzenia
o istnieniu rozwigzan zagadnien Cauchyego dla réwnan rézniczkowych w prze-
strzeniach Banacha. Twierdzenia te, po ich odpowiednim zaadoptowaniu, do-
tycza wladnie istnienia rozwiazan zagadnienia Cauchyego dla nieskonczonych
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ukladow réwnan rozniczkowych, ktére sa rozpatrywane we wspomnianych wyzej
przestrzeniach ciaggowych I, oraz ...

Omowione w pracy rezultaty zostaly zilustrowane odpowiednio dobra-
nymi przykladami, ktére wskazujg na uzytecznos¢ udowodnionych w pracy
twierdzen.

Abstrakt

O rozwiazaniach nieskonczonych uktadéw réwnan rézniczkowych
w klasycznych przestrzeniach Banacha

Celem przedlozonej pracy jest oméwienie pewnych twierdzen dotyczacych ist-
nienia rozwigzan nieskonczonych ukladéw réwnan rézniczkowych w pewnych
przestrzeniach Banacha. W pracy rozwazamy dwie klasyczne ciagowe przestrze-
nie Banacha, ktdre czesto pojawiajg si¢ w rozwazaniach dotyczacych nieskonczo-
nych ukladéw réwnan rézniczkowych.

Zauwazmy, ze nieskonczone uklady réwnan rézniczkowych wystepuja
czesto w wielu konkretnych zastosowaniach do pewnych zagadnien z mechaniki
oraz do modelowania procesu stochastycznego urodzin i §mieci oraz do opisu
wielu innych probleméw. Gléwnym narzedziem uzywanym w pracy jest teoria
miar niezwarto$ci oraz pewne twierdzenia o istnieniu rozwigzan réwnan roz-
niczkowych w przestrzeniach Banacha.

Rezultaty uzyskane w pracy sg zilustrowane omoéwieniem kilku przykta-
déw nieskonczonych ukladéw réwnan rézniczkowych.

Stowa kluczowe: réwnanie rézniczkowe, przestrzen Banacha, miara niezwarto-
$ci, nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych, zagadnienie Cauchyego

Abstract

On solutions of an infinite system of differentiam equations in
classical Banach spaces

The goal of the presented paper is the discussion of some theorems concerning
the existence of solutions of Infinite systems of differentia equations in some
Banach spaces. In the paper we consider two classical Banach sequence spaces,
which frequently appear in considerations associated with Infinite systems of
differentia equations.
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O rozwigzaniach nieskonczonych ukladéw réwnan rézniczkowych w klasycznych

przestrzeniach Banacha

Notice that infinite systems of differential equations occur often in several
concrete applications to some topics of mechanics and modelling of the stochastic
process of birth and death as well to the description of a lot of other problems.

The main tool used in the paper is the theory of measures on noncompact-
ness and some theorems on the existence of solutions of differential equations
in Banach spaces.

The results obtained in the paper are illustrated with the discussion of a few
examples of infinite systems of differential equations.

Keywords: difference equation, Banach space, measure of noncompactness, In-
finite systems of differentia equations, Cauchy’s problem
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